CHAPITRE

Langage de la continuite
et tableaux de variation

Les prérequis « pour démarrer » (page 40)

Exercice Prérequis testés Réponse

En complément

1 Dé&erminer unelimitefinieen :

un réel « defagon intuitive ».

« Conjecturer al’aide de lacalculatrice.
« Considérer d' autres exemples.

Lire graphiquement les solu-

 Rappeler la méthode de résolution graphique
del’équation f(x) =1 .
» Considérer d autres situations.

2 tions d’ une éguation : d
f(x) =0.
Savoir interpréter une courbe

3 tracée al’ écran de la calcu- b
latrice.

* Travailler sur différents fenétres graphiques.
« S'interroger sur le choix d une fenétre graphique.

Savoir lire un tableau de va-
riation.

« Critiquer, repérer des erreurs, des incohérences
dans des tableaux de variation.

« Savoir prendre en compte toutes les informations
d’un énoncé.

Obijectifs

* Appréhender le langage de la continuité.

« Reconnaitre graphiquement la continuité.

* Savoir que les fonctions usuelles sont continues.
Connaitre le contre-exemple de la fonction partie en-
tiere.

» Connditre |le théoreme des valeurs intermédiaires, sa-
voir I interpréter graphiquement et en terme d’ équation.
» Connaditre le cas des fonctions continues et strictement
monotones dans différentes situations.

* Savoir déterminer le nombre de solutions d’ une équa-
tion.

* Savoir étudier le signe d’ une fonction.

« Connaitre certaines méthodes d’ approximations de
solutions : balayage, dichotomie.

Difficultés et erreurs

31 Langage de la continuité
« Difficultés areprésenter graphiquement une fonction
définie par intervalles.

CHAPITRE 2

0 Exercicerésolu 2 (page 43)
O Exercices 23 et 25 (page 52)

3.2 Théoréme des valeurs intermédiaires

« Difficultés pour judtifier I existence des solutions d' une
équation delaformef(x) =1 et confusion entre réso-
lution et justification de I’ existence des solutions.

O Exercicesrésolus 1 et 2 (page 45)

0 Exercices 35, 36 et 37 (page 53)

* Ne pas savoir discuter graphiquement le nombre de
solutions d' une équation f(x) = | suivant les valeurs
del .

O Exercices 38 et 42 (page 53)

3.3 Cas des fonctions continues

et strictement monotones

* Oublier certaines hypothéeses lorsgu’ on applique un
théoreme.

O Exercices 58 (page 55)

* Prendre en compte de fagon incorrecte I'intervalle
dans leguel on recherche les solutions d’ une équation.
O Exercicerésolu 1 (page 47)

0 Exercice 59 (page 55)
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« Difficultés pour justifier rigoureusement lesigned’ une
expression.

O Exercicerésolu 2 (page 47)

O Exercice 44 (page 53)

Description de I'approche

Le théoréme des valeurs intermédiaires
(page 44)

A. Raison du choix et objectifs

L' approche permet de discuter, par lecture graphique,
le nombre de solutions de I’ équation f (X) = k dans deux
situations et donc de poser la question des conditions
portant sur f et k pour qu’ une telle équation admette au
moins une solution.

B. Corrigé

Le nombre de solutions de I’ équation f(x) = k est le
nombre de points d’ intersection de la courbe6 et dela
droite d’ équationy = k.

a)f(-1)=-1,f()=2et -1s<k=s2
*Si—1<ks=<0:1solution,
*si0O<k=1:pasdesolution,
*sil<k=2:1solution.

b)f(-1)=2 f(2Q=—1e -1s<sk=<2
*Si—1=<k<0:1solution,
*s0=<k<1:3solutions,

s k=1:2solutions,

es 1<k=2:1solution.

C. Scénario possible de mise en cauvre

« 1% temps:

On peut laisser aux éléves un temps de réflexion indi-
viduelle.

* 26M€ temps :

Le professeur sollicite les éléves sur :

— laméthode pour résoudre graphiquement une telle
équation,

—ladiscussion du nombre de solutions.

I les conduit ensuite a énoncer le théoréme des valeurs
intermédiaires.

* 38M€ temps :

Leséévespourraient alors ensuite réfléchir en groupes
aux guestions suivantes :

—lacontinuité apparait comme une condition suffisante.
Est-elle nécessaire ?

Peut-on proposer un contre-exemple ?

— Peut-on trouver une (ou des) condition(s) permettant
d affirmer qu’il y aexistence et unicité delasolution ?
Ces conditions sont-elles suffisantes ? nécessaires ?

36

Activité

5.1 Une fonction périodique et non continue
sur R (page 48)

A. Notions utilisées
« Définition de la fonction partie entiére.
« Périodicité d’ une fonction.

* Représentation graphique d' unefonction non continue.
« Tracé d’ une courbe représentative al’ écran delacal-
culatrice.

B.Corrigé
1.1(07)=0,7-0=07,
f(1,7)=17-1=07,
f(2,7)=27-2=07,
f(-23)=-23+3=07.

2. a) Pour tout rédl x, il existe un entier relatif ptel que
psx<p+L1E(X)=p.
Pour tout entier relatif n,
ptns=x+n=sp+1+n
donc:
E(x+n)=p+n=E(X) +p.
b) Pour tout réel X,
fx+1)=(x+1)—-E(x+1)
=x+1-E(X)-1
=f(¥)
donc f est périodique et 1 est une période de f.
3. a) Pour tout x € [0, 1],
f(X) =x—-E(X) =x.
Le plan étant muni o’ un repére (O ;7,7 ), lacourbere-
présentant f est invariante par toute transation de vec-
teur pT avec p € Z, car 1 est une période def.

b) Lafonction n’est pas continue en tout p de Z, elle
n’'est donc pas continue sur R.

4,

En mode
CONNECTED, la
discontinuité
est escamotée.




) ‘| En mode por,
‘ ‘ ladiscontinuité
] ] apparait.

5.2 Résolution d’une équation du type f(x) =0
(page 48)

A. Notions utilisées

« Etude d’ une fonction polyndme de degré 3.

» Théoréme des valeurs intermédiaires.

 Recherche de valeurs approchées de solutions de
I"éguation f () = 0 & partir de la représentation gra-
phique obtenue al’ écran de la cal cul atrice ou des fonc-
tions de résolutions de la calculatrice.

 Formules d’ addition et de duplication en trigonomé-
trie.

« Résolution de I’ équation cas x = %

B. Corrigé

= Etude d’une fonction

a) Pour x 110, f(x) = x3 (1—%—%)

X X

. 3 1

. l———-—= =

xﬁIIIEToo( x2 x3) !

et lim x3=+o donc lim f(x) = +.
XAE+ o XAE+ o
. 3 1

* lim (1————) =1

XA~ x2 13

et lim x3=—o donc lim f(x) = —o.
XE—x XE—o0

b) f est une fonction polynéme, dérivable sur R. Pour
tout réel x :
() =3x2-3=3(x—1) (x+ 1).

X |=o -1 1 +

(%) + 0 - 0 +
1

£(x) _w/ \_3 /ﬂo

f est continue et strictement monotone sur chacun des
intervalles J—oo ; —1[; [-1,1] et ]1; + oo[.

*0 € ]-; 1] doncI’équation f(x) = 0 admet une so-
lution unique dans]—oe, — 1],

* 0 € [-3; 1] donc I'équation f (x) = 0 admet une so-
[ution uniquedans[-1; 1],

*0 & ]-3; + o donc I'équation f(x) = 0 admet une
solution unique dans]1 ; + oof.

* Finalement, I’ équation f (x) = 0 admet exactement trois
solutions dans R.

Avec lacaculatrice:
—1,6<x1<—1,5; —0,4<x2<—0,3 ; 1,8<x3< 1,9.

= Recherche des valeurs exactes des solutions
a) Pour tousréelsa et b,
cos(a + b) = cosa cosb —sinasinb,
cos2a=2cos?a-1,
sin2a=2sinacosa.
Pour tout réel g, cos3q + 3 cosq
=cos2qcosq—sin2qgsing + 3 cosq
= (2 cos? q— 1) cosq —2 sin? g cosq + 3 cosq
=2 cos3 q + 2 cosq—2 (1 —cosq) cosq
=2 cos3 ( + 2 cosq— 2 cosq + 2 cos? q
=4 cos3q.
b) x = 2 cosq est solution de [1] si et seulement si
8cos®q—6cosq—1=0,cest-adire:
8 cos39-;3c059 —6cos8—1 =0
2cos3qg=1, soitcos3q= % (2).

¢) L' équation (2) équivaut a;

3q:§+k¥2p k€ 2)
ou:3q:—§+k¥2p ke 2)
=T 4ky 2n
=g k¥ 3
ou: :—E+k¥2_7E
1 q 9 3
5p
9
/) i
9 /i %
| o 3
! : /_P
_p\ : 9
9 1

©|-g'

d) Donc les valeurs exactes des solutions de [1] sont :

2cos®,2cos T et2cos LT |
9 3 9
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5.3 La méthode de dichotomie (page 48)

A. Notion utilisée
Utilisation du tableur.

B. Corrigé

= Le principe
Sif(a)et f (‘“sz) sont de signes contraires, alors:

a<a< 4+ b
2
esf(aetf (%b) sont de méme signe, aors:

a+ b .g5<p.
2

= Vers un encadrement de o

1¢7€ étape

f(—2) et f(— 1,5) sont de signes contraires donc :
-2<a<-15.

2¢ étape

f(—1,75) et f (— 1,5) sont de méme signe donc :
—-2<a<-175.

= Automatisation du calcul

Pour n = 24, I’encadrement de a aune amplitude infé-
rieurea 1075,

5.4 Obtenir un encadrement par balayage
(page 50)
A. Notion utilisée

Dresser latable de valeurs d’ une fonction avec la cal-
culatrice.

B. Corrigé
a)
" i
[l -3
ol -2.989
s =Exlle
|lad =2a"103

f(1,8 <0 e (1,9 >0
b)

donc 18<b<109.

0568
I« @1 0:5
162 =0.u31
163 -0.361
1.3

f(1,87)<0 et f(1,88)>0 donc1,87<b<1,88.

38 |

0)

: Y
HNE -o.01
{811 =0.083
{812 ~0.058
1« 813 =0 048
=T

f(1,879) <0 et f(1,88) >0 donc 1,879 <b < 1,88

' ¥l
ENIE -2
I @781 e
1088 =I1E=
18193 -BE-

t-g N

1.279

£(1,8793) < 0t f (1,8794) > 0 donc 1,8793 < b < 1,879%4.

5.5 Prolonger une fonction par continuité
(page 50)

A. Notions utilisées

— Utilisation du logiciel GéoplanW.

— Etude des limites d’ une fonction rationnelle.

— Continuité d’ une fonction en un réel.

B. Corrigé

= Conjecturer les limites de la fonction f
avec GéoplanwW

a) Si lesdroites (AM) et (y'y) sont paralléles, le point
mn'existe pas. C'est lecassi |'abscisse de M est 2.
Si lesdroites (B,,)) et (x' x) sont paralléles, le point M’
n’'existe pas. C'est le cas si I’ ordonnée de m est — 2,
¢ est-a-diresi I'abscisse de M est %.

L’ ensemble de définition de f est donc R — {2 ; i}.

3
b) ¢ Lorsgue x tend vers + « |’ ordonnée de mtend vers
letl'abscissede M’ tend vers— 1.
On conjecture lim f(x)=-1
XA+
et deméme lim f(x)=-1.
XAE—o0
« Lorsgue x tend vers 2, I’ ordonnée du point mtend vers
+o0 (Sl X>2) ouvers—owo (s X< 2) et |’abscisse de M’
tend vers— 3. On conjecture )I(Lrgz f(x)=-3.

* Lorsque x tend vers % I" ordonnée du point m tend

vers — 2 et |'abscisse de M’ tend vers pour —o
. 4 . 4

Six>2),+ o0 (six< 2).

( 3) ( 3)

On conjecture lim f(xX) — et lim f(x) + .
X/E43 X/E4(3
x>4/3 x>4/3



m Calculer f(x) et déterminer ses limites
. . o (X =2
A1), M(x;0), mOy,), AM () e

ﬁn( _31) sont colinéaires si (x—2) (y,,—1) =2,
Ym

cest-adire y,,= =X

) (xT12).

b)B(-3;-2),M’ (X ;0).

%(3 )etm'(x'+3) sont colinéaires s et seu-
Ym+2 2
H ’ X —
lement si (x +3)(x_2+2)—6,
c est-a-dire:
- —3x 4
X 3x-4(”3)'
4 _ -3
Cc)ePourxm2, xmZ et xmo, f(x)= —7
3 3-3

. 3_4)
XL:ETOO ( x) 3
donc Ilim f(x)=-1;
XA+
, 4
Jim (3-3) =3
donc lim f(x)=-1.
XAE—00
e lim(-3x)=-4,
X
lim(3x—4)=0 et 3x—4<0donc lim f(X)=+ o« ;
XAE4(3 X/E4(3
x<4/3 x<4/3

lim (3x—4)=0 et 3x—4>0donc lim f(x) =— .
X/E4/3 XAE4I3
x>4/3 x>4/3
*lim(-3x)=—6 et lim(3x—4) =2
XAE2 XAE2
donc lim f(x) =-3.
XAE2

d) g est continueen 2 si et seulement si g admet uneli-

miteen 2 égale ag(2), c'est-a-dire si et seulement si
m=-3.

I Corriges des exercices et des problemes

Faire le point

* Pour setester

H: Hyr Er» Ec B
Ko Bl

* Vrai ou faux

Elv Eiv - E3v Ev
Elr-r Eav Er Ev Er
| 18 Y

Exercices d’application

a) f et h sont continues sur [-2 ; 3], maisg n'est
pas continue sur cet intervalle (g N’ est pascontinueen 1).
b) g est continue sur [— 2 ; 1] par exemple.

21 B

CHAPITRE 2 | LANGAGE DE LA CONTINUITE ET TABLEAUX DE VARIATION

Lafonction f n'est pas continue sur R ; elle n'est pas
continueen 1.

b) Lafonction est continue sur R pour m= 2.

2. g est la composée de la fonction racine carrée
(continuesur [0 ; + o[ ) et delafonction rationnelle

x»%(continuesur]—oo ;1 et]l; + oof).
x_

Donc g est continue sur son intervalle de définition
115+ e

a)f(2)=+y2-2=0
f est continueen 2 si et seulement s f admet unelimite
en2.

f(2)=0et ILEnz(x2 +mx) =4+ 2mdonc f est continue
X

en 2s et seulements m=-2.

39
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b)

Lacourbe est obtenue par un tracé sans|lever le crayon.

3)
\1

o

x—1lsix=1
f()_{—x +1six<l

b) f est continue sur R, sacourbe est un tracé sanslever
le crayon.

(24 Y
4o .
S °—<
e R °—<
et
172 |
-0 11302
P 2 2
A e St
Ll
Sixe{g;'“z'1 aorsf(x)=n;
Sur I'intervalle % ; ”; I lareprésentation graphique

delafonction f est le segment porté par ladroite d’ équa-
tiony=n.

b) Lafonction f n’ est pas continue en tous réels 2 ou

2
nelZ.

40 |

2)

/—x sixe [-1;0[
gx)={0 sixe[0;1] .
\x sixe [1;2]

b) g n’est pas continue en 1.

 Pourtoutx € [-1; 0[ , E(x) =—1
et f(x) =x2+2x.

ePourtoutx e [0; 1] ,E(X) =0

et f(x) = x2
ePourtoutxe[1;2[,EX) =1

et f(x)=x2—2x+2.

b)

fffffff -1

c) f est continue sur [— 1 ; 2[ car la courbe est obtenue
par un tracé sans lever le crayon.

a)

L L

T

b) La représentation proposée (en mode CONNECTED)
est en général incorrecte.

A partir d’un pas donné, |es points de la courbe sont
construits et reliés successivement par un segment.




Lesfonctions polyndmes et sinus sont continues
sur R donc f et i sont continues sur R.

g est unefonction rationnelle définie sur R, donc conti-
nue sur R.

Lafonction partie entiére n’ est pas continue en tout réel
ndeZ.

Lafonction g définiesur [- 3 ; + o[ par :
gx)=+vx+3

est lacomposée d’' une fonction affine et de lafonction

racine carrée. Elle est donc continue sur [— 3 ; + oo].

f est la somme d’ une fonction affine et de la fonction

0, toutes deux continues sur [— 3 ; + oo|.

La fonction racine carrée est continue sur
[0; + o[ etlafonction x — 2x — 1 est continue sur R.
f, quotient de ces deux fonctions, est continue sur tout
intervalle contenue dans [0 ; + o[ et ne contenant pas
0; 1 1

oo
2

et sur
2

1 donc sur
2

a) Pour tout x de D,

Wl+x-DWl+x+1) T1T+x-1
9 = xWI+x+1) xWI+x+1)
1
f)= ————.
) Wl+x+1)
b)lim v1+x =1, donc limf(x) = L.
x40 X0 2
c) gcontinueenOsi et seulementsi | = %
| 33 E) i
I |
'R
~ o L o
Y
sin x

b) li -1
U

C) g est continueen 0 si et seulements m=1.

f est une fonction polynéme donc f est continue
sur R.

f(=2) =5 et f(3) =20,

8 est comprisentre f(—2) et f(3)

donc|’équation f(x) =8 admet au moins une solution

f-2) =—1ett|F] = V33

oe [—1 ;\/g—% , donc d’' aprés |e théoréme des va-
leurs intermédiaires, I’ équation f (x) = 0, C’est-a-dire
(E), aune solution et une seule dans —%;%

f est lafonction définie sur R par :

f(x)=x3+ % X2 +1.

f est un polyndme donc f est continue sur R.
f(-2)=—1etf(1)= % sont de signes contraires, donc
I’équation f(X) = 0 aau moinsune solution dans[—2 ; 1].

EBd| x| 2] -1] o] 1] 3
f | 3 | 1| 1 | -3 | 43

sur [-2;—1], f est continue et 0 est comprisentre f(—2)
et f(-1) doncI’'éguation f(x) = 0 admet au moins une
solution dans cet intervalle.

Par un raisonnement analogue, |’ équation f (X) = 0 admet
aumoinsune solution dans[—1; 0], dans[0; 1] et dans
[1;3].

Finalement le polyndme f admet quatre racines.

a) f est une fonction polyndéme donc f est conti-
nuesur[—1; 3].

b)f(0)=0 et f(3) =12, festcontinuesur[0; 3] donc
pour tout | tel que 0 <1 =< 12, I'équationf(x) = 1
admet au moins une solution dans [0 ; 3] donc aussi
dans[-1; 3].

c)

d) On détermine par lecture graphique le nombre de
points d' intersection de 6; et de ladroite D, d’équation
y=1 avecO<| <12

Pour 0 < | < 4, I'équation a deux solutions et pour
4<| =< 12, une seule solution.

a) Pour tout réel x 0.

dans[-2; 3. F(x) =8 1_%+i§ .
X X~
ISy f est lafonction définie sur R par :
E=l . p lim (l—l+i):1etlim x> =+ donc
f(X) = 2sin(2x) —cosx — 1. f est continue sur R. xE+o | x2 X0 XAE+00
CHAPITRE 2 LANGAGE DE LA CONTINUITE ET TABLEAUX DE VARIATION 41
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i ==

cequi signifiequetout intervalle]M, + «[, avec M rédl,
contient toutes les valeurs de f (X) pour x assez grand.
PrenonsM = 1. Il existeunréel A >0tel quesi x = A
aorsf(x) > 1.

3.4

A X

=letlim x®=-w
x2 X

b) li
) lim Jm

XAE—®

donchiEm f(X) =—<, cequi signifie quetout intervalle

]—o, M [, avec M réel, contient toutes les valeurs de
f(X) pour x négatif et assez grand en valeur absolue.
Prenons M = — 1. Il existe un réel B < 0 tel que si
x<Badors f(x) <—1.
¢) f est unefonction polyndme continue sur R donc sur
[B;A]l,O€[f(B);f(A)] car:

fB)y<-1letf(A)>1
donc I’ éguation f(x) = 0 admet au moins une solution
dans[B ; A].
Pour x < B, f(x) <—1doncl'équationf(x) =0n'a
pas de solution dans ]— ; B].
Pour x = A, f(x) > 1 donc I’équation f(x) =0 n'apas
de solution dans[A ; + oof.
En conclusion, toutes les racines du polynéme f sont
dansl'intervalle[B ; A].

a)g(a)=f(@—a=—a, orac]0; 1] donc:
g(a <0.

gb)=f(b)—b=1-b

orbe€]0; 1] donc g(b) > 0.

b) L' équation f(x) = x s'écrit aussi g(x) = 0.

g est continue sur R car g est lasomme de lafonction f

et delafonction : x+— —x, toutes deux continues sur R.

0 est comprisentreg(a) et g(b) donc |’ équation g(x) =0

admet au moins une solution dans [a ; b] donc aussi

dans]0; 1 car[a; bl C]0; 1].

a)E(x)=1léquivautal<x<2 ¥ =[1; 2.
b) E(x) =—1équivaut—1 < x<0, ¥=[-1;0[.
c) E(x) = % n'a pas de solution car E(X) est un entier

relatif pour tout réel x, S=J.

a) f(3) = 21 et f(— 3) = — 15, f est une fonction
polynéme donc f est continue sur [- 3 ; 3].

Pour tout réel k comprisentref(—3) =—15¢et f(3) = 21,
I”équation f (x) = k admet au moins une solution dans
[-3;3].

b) f est dérivable sur [- 3 ; 3] et pour tout x de [-3; 3]
/() =3x2-3=3(x—1) (x+ 1).

42 |

O
|
O
+

' (x) +

fx)

r—15

¢) Liregraphiquement le nombre de solutions de I’ équa
tion f(x) = k revient a déterminer le nombre de points
d'intersection de 6; et de ladroite D, d’ équationy = k.

Pour —-15=<k<1: unesolution,
k=1: deux solutions,
1<k<5: trois solutions,
k=5: deux solutions,
5<k=21: une solution.

a) D’ apreés le tableau de variation, I’ équation
f(X) = — 2 admet une solution unique dans]— « ; — 3]
et une solution unique dans]- 3, \/E[. Ellen' apasde
solution dans[\/E ; +oo[ car tout xde[\/g ; + oo,
0< f(x) <1

Cette équation a donc deux solutions dans R.

b) D' apres |e tableau de variation, I’ équation f(x) = 0
admet une solution unique dans ]— « ; — 3] et une so-
lution unique dans]-3;V 2[.

Elle n'apas de solution dans | fz; + oof.

Cette éguation a donc deux solutions dans R.

¢) D’ aprés|etableau de variation, I’ équation f (x) = %
admet une solution unique dans chaque intervalle
]—o ;—3],]—3;\/5[ et [V 2; + o[ donc trois solu-
tions dans R.



b) f est une fonction polyndme donc f est dérivable sur
R et pour tout réel x, f'(x) = —3x2 —2.

Donc f'(x) < 0 et f est strictement décroissante sur R.
De plus I|m f(X) =+ et I|m f(x) =—o donc

I’ équation f(x) 0 admet une sol ut|on unique dans R.

¢) Pour x<a , f(x) >f(a) doncf(x) > 0.
Pour x> a, f(x) <f(a) donc f(x) <O0.

X |- a +

f(x) + o -

a) f est une fonction polyndme donc f est déri-
vable sur R et pour tout réel x,

f'(X) = 6x2 —6x = 6X(Xx— 1).
b) X |== 9 %I- + oo
() + 0 - 0 +

1

W, 7 T, T

C)Sur]—=; 0], f estcroissanteet f(0)
tout xde]— ; 0],

f(x) < £(0),

f(x) <-
I"éguation f(x) =0 n'apasdesolution dans]—« ; Q].
Sur]0; 1, f est décroissantef(0) =—1, f(1) =—2donc
pour tout x de [0 ; 1],
f(1) s f(x) <f(0),
—2=sf(x)=-
I’équation f(X) =0 n admet pasde solution dans]0; 1].
Sur [1; + o], f est continue et strictement croissante
f(1)=—2et lim f(X) = +o.

XA+

Donc pour tout réel k= -2, I"équation f(xX) =k admet
une solution unique dans[1 ; +o[. En particulier pour
k=0.
Finalement, I’ équation f (x) = 0 admet une solution
uniquea dansR eta = 1.
d) f(1,67) @ —0,0518
f(1,68) 2 0,01606
donc 1,67 <a < 1,68 car f est strictement croissante
sur[1; + oof.

=—1donc pour

a) f est une fonction polyndme donc f est déri-
vable sur R et pour tout réel X,

CHAPITRE 2

f'(x) = 12x3 - 24x2 —12x + 24
=12(x3-2x2—x+2)
=12[x2(x—2) — (x—2)]
=12(x—2) (x2 -1).

b)

X — -1 1 2 +o0

X—2 - - - 0 +

x2—1 +

+o

)
I N N N 2

CHIRN \/

-19

C) Sur ]—= ; — 1], f est continue et strictement décrois-
sante, x!ciEwa (X) =+ et f(—1) =—19donc!’ équation
f(x) = 0 admet une solution unique a dans]—o° ; —1J.
Sur ]-1; 1, f est continue et strictement croissante,
f(-1)=-19 et f(1) = 13 donc I’ égquation f(x) =0
admet une solution unique b dans]-1; 1[.

Sur [1; +oo, f présente un minimum égal a8, donc pour
toutx=1,f(x) = 8d oul'éguationf(x) =0n’apasde
solution dans[1 ; +oo].
Finalement |’ équation f(X)
aetb(a<b).
d)f(-1,62)2 0,04, f(-1,62) >0
etf(-1,61)2 0,65, f(—1,61)<0
donc—1,62<a <-1,61.

= 0 admet deux solutions,

a) Lafonction sinus est continue et strictement

croissante sur
2 2
Pour tout réel k compris entre sin —g =—1c¢et
sin g =1, I’équation sinx = k admet une solution
unique x, dans |- % ;T
e % 272

b) Avec lacalculatrice, pour k = % Xy 2 0,34.

Lafonction cosinus est continue et strictement
décroissante sur [0 ; p]. Pour tout réel k comprisentre
cosO0=1 et cosp =-1, I'équation cosx = k admet une
solution unique X, dans [0 ; p].

b) Avec lacalculatrice, pour k = —% » %o ® 1,911

Lafonction f définiesur [0; 1] par:

f(x) =30+ x*+x3 + X2+ x
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est une fonction polyndme, continue et dérivable sur
[0; 1]. Pour tout réel xde[O; 1],

() =5x*+4x3+3x2+2x + 1
doncf'(X) >0 et f est strictement croissantesur [0; 1].
Deplus, f(0)=0 et f(1) =5, I"équation f (x) = 1 admet
donc une solution unique dans [0 ; 1].

a)
@
D —+
\3
-1 O

b) Lafonction f : x — x3 + x— 3 est dérivable sur R.
Pour tout réel x, f'(X) = 3x2+ 1 donc f’(x) > 0.

f est continue et strictement croissante sur R.

Depl usx/IEwa (X) = +o0 etx,L';wa (X) = —o0, donc I’ équa-
tion f(x) =0 admet une solution unique X, dans R.
) 1,21 <xy<1,22.

a) Avec le tableau de variation de f, on obtient
les résultats suivants.

Pour x € |- ; — 2], 1 < f(x) < 4 donc I’ équation
f(x) = 0 n"apas de solution dans]—oe ; —2].
Dans[-2; —1], I'’équation f(x) = 0 aune solution
unique dans]—o ; —2].

Dans]-1; 2], I’équation f(x) = 0 a une solution
unique b. Pour x € [2; + [, -1 < f(x) < 0 donc
I’équation f (x) =0 n'apas de solution dans[2 ; + o|.
b)—2<a<-1le 1<b<2

a) Le volume du cube est x3 et celui du parallé-
|épipéde rectangle est 3(x + 1) en cm®.

On résout |’ équation x3=3x+30ux3—3x—3=0.
Lafonction x — x3 —3x — 3 est dérivable sur R et pour
tout réel x, f’(x) = 3x3—3=3(x—1) (x + 1).

X 10 1 +
P (x) -0+
_ + oo
f(X) 3\_5/

44 |

f est strictement décroissante sur [0 ; 1], f(0) = — 3 et

f(1) =—5doncpourtoutx € [0; 1],-5=<f(xX) <-3

et I"équation f(x) = 0 n’apas de solution dans [0; 1].

Sur [1; +oo[, f est continue et strictement croissante

f(1)=—5¢€t lim f(x) =+, |'équation f (x) =0adonc
. XfEtw

une solution unique a dans[1 ; +.

b) f(2,1) 2 —0,04

f(2,2)2 1,05

donc21<a<22

53 PENAS %OA¥OB¥sinx; Ay = %stinx.

b) L'aire du secteur circulaire OAB est :

2
A =pR2Y¥ ﬁ:% donc :
R? :
Ay=d —dy = 7(x—smx).
. . R? . R? .
c) s, = 9, équivaut a > sinx= ER (x—sinx), ¢ est-

adiresinx = %
2) Lafonction f(X) — sinx— % est dérivablesur [0; p]

et pour tout x € [0, p], ' (X) = cosx — %

X T
0 3 p
' (x) + 0 -
N
2 6\
f(x)
0 ~3

*Sur [O : %] , f est croissante et f(0) = 0 donc pour tout

réel x € ]o;g],f(x)>o.

* Sur [g ;n] , f est continue et strictement décrois-

sante.
Deplusf (g) >0 et f(p) < 0donc I’équation f(X) = 0

admet une solution unique dans ]g : n[ .

L'éguation sinx = % admet donc une solution unique

a dans]O; p[.
b) f(1,89) 2 0,005, f(1,89) >0
etf(1,9) 2 — 0,004, f(1,9 <0

donc1,89<a<109.

1.a) f estleproduit de deux fonctions dérivables
sur]3; +oof, f estdérivablesur]3; +oo[ et :

f(x) = 2xVx—3 +72%



b) Pour x> 3, f'(x) > 0.
f est strictement croissant sur |3 ; +oo].

X |3 +

] :
f(X) . / + o0

On admet que f n’est pas dérivable en 3.
[im (x—3)=+w donc lim vx-3 =+
XA+ XAE+o

ol VX =

lim x2=+o donc lim f(x)=+o.
XA+

+00
2. a) f est continue et strictement croissante sur
[3; +e[, f(3) =0 et limf(x) =+, donc I’ éguation
f(X) =4 admet une solution unique a dans]3; +oo|.
b) f(3,16) 2 3,99, f(3,16) <4
etf(3,17)2 4,14, f(3,17)>4
donc 3,16<a<317.

1. @) f estleproduit defonctions dérivables sur
]—o; 1.

f est dérivable sur ]— e ; 1] et pour tout x <1,

(X)) = vVIi-x--=

241 —x
=2(1—x)—)c= 2 -3x .
21 —x 2Vl —x
b) 2
X | = 2
o0 ? 1
' (x) + 0 _
2
f(x) /(3V3 \
— 0

On admet que f n’est pas dérivableen 1.
c)

1+

w[N

2. a) g est lafonction définie sur ]— « ; 1] par :

g =t
Pour x= 0, g(x) =f(x) et pour x<0, g(x) =—f(x).
Sur [0 ; 1], la courbe représentant g est la méme que
celle représentant f.

Sur ]- = ; O[ la courbe représentant g est I'image de
celle représentant f par la symétrie d’ axe, I’ axe des
abscisses.

i
O 21
3

* Sur ]— e ; 0[, g est continue et strictement décrois-
sante,xliEm g(X) =+ et g(0) =0 donc I'équation

g(x) = —L_ admet une solution unique x, dans
33

- 0L

o2

donc — % <x;<0.

et g(0)< 1
33

* Sur [O ; %] , 0 est continue et strictement croissante,

g0) < 1 et g(g)>L donc |'éguation
3V3

37 33

g(x) = 1 admet une solution unique X, dans
3v3
2
o:3].

e Sur [% ; 1[ , g est continue et strictement décroissante,

2 1 1 P ——
gl5]>—= et g(l) < —— donc I'équation
(3) 3/3 3/3
-1 ; ; 2.
g(x) = —— admet unesolution uniquexz dans % ; 1| .
3/3 ]3 [

b) x,2-02, X,2 0,2, X32 1 4107 prés,

a) f est lasomme des fonctions: x> vx et

x — X définies et continues sur [0 ; +[ donc f est

continue sur [0 ; +oo].

b) f est dérivable sur 10 ; +e[ et pour tout x >0,

fr(x) = L +1donc f’(x) >0 et f est strictement
2Vx

croissante sur [0 ; +oof.

lim vx =+ et [im x=+x
XA+ oo XA+ o

doanLETw(f(X) =+oo,
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X 0 +
() +

+ o
9l

On admet que f n’est pas dérivable en 0.

¢) f estcontinue et strictement croissante sur [0 ; +oo],
f(0)=0 etx’lchrpw f(x) =+

donc I’ équation f(x) = 5 admet une solution unique a
dans[0; +oo].

f(3)24,7 et f(4)26

donc3<a<4.

d)f(3,2)2 4,99 et f(3,3)2 5,12 donc 3,2<a <33.

5/ E

2.a) Sur]0; +oo[, I’équation g(x) =1 aune solution
unique a car ¢ et D ont un seul point commun.

b)a? 0,7 au dixieme pres.

3.a) g est dérivable sur ]0 ; +[ et pour tout x > 0,
g=- 1 -3

g'(X) < 0 donc g est strictement décroissante sur
10; +oo[.

lim L =+ et limx3=0 donc lim g(x) = +c.
XAEQ X XAEO X0

x>0 1 3
lim =~ =0 et lim x°=+« donc lim g(x)=-—
X @ donc lim g(x)=-c

XAE+© XAE+
X |10 + oo
g -
+
9| T

b) D’ aprés le tableau de variation, I’ équation g(x) =0
admet une solution unique dans]0 ; +oo|.

L9)

46

b) f n'est pas continue sur 1, donc f n'est pas conti-
nuesur [0; 2].
Lafonction f est strictement croissante sur [0 ; 2].
d)f(0)=0, f(1)=2 et k= %
donc f(0) < k= 1f(2).
e) L'équation f(x) = % n'a pas de solution dans
[0; 2].

-3

Graphiquement, ladroite d' équationy = 5 n’aaucun

point commun avec la courbe représentant f.
Lafonction f n'est pascontinuesur [0 ; 2] on atrouvé
unréel kcomprisentre f(0) et f(2) pour lequel I’ équa
tion f (X) = k n"apas de solution.

2.a)
1A ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
AW
N/
_lA ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, :

b) Lafonction cosinus est continue sur [0 ; 3p], lacourbe
est obtenue par un tracé sans lever le crayon.

¢) lafonction n’est pas monaotone sur [0,3p] : elle est
décroissante sur [0 ; p], croissante sur [p ; 2p], dé-
croissante sur [2p ; 3p].

)y =1 gB@p)=-1e k=
donc g(3p) < k =< g(0).

e) Dans[0; 3p] I'équation g(X) = 1 atrois solutions
noSm g T ?

3’ 3 3°

La fonction g n’est pas strictement monotone sur
[0; 3p]. Il manque donc une hypothése pour appliquer
le théoréme.

Onatrouvéunréd k comprisentre g(0) et g(3p) pour
lequel I’ équation g(x) = k aplusieurs solutions.

3. h est strictement croissante sur [0 ; 1] donc pour tout
réel x de [0 ; 1], h(0) < h(x) < h(1), c’est-a-dire
OshX) =<1

k est un réel non compris entre O et 1, pour tout réel
x€[0; 1], h(x) tk.

L' équation h(x) =k n’apasdesolutiondans[0; 1].

k n’est pas comprisentre f(a) et f(b). Il manque une
hypothése pour appliquer le théoréme.

N [—

a) D’ aprés|etableau de variation def, I’ équation
f(x) = 0 admet une solution unique dans [0 ; +oo[.

b) Laréponse précédente ne donne pas d' indication sur
le nombre de solutions réelles de |’ équation f(x) = 0.
c) f est croissante sur ]— o« ; — 2] et f(—2) =—1 donc
pour tout xde]—o ; —2[, f(x) <-1.



L' équationf(x) =0 n'apasdesolution dans]— <« ; —2].
f est décroissantesur [-2; 0] et f(—2) =—1donc
pour tout x de[—2;0], f(X) <-1

L'équation f(x) =0 n'apasde solution dans[-2; 0].
D’ aprésletableau devariation def, I'équationf(x) =0
admet une solution unique dans [0 ; +oo[.

Finalement, I’ égquation f (x) = 0 a une seule solution
dans R et cette solution est positive.

8] 2 f est unefonction polynémedonc f est conti-
nue sur R.

b) Pour x 110, 6
-3(1_6 .7
f(x) =x (]_x2+x3)'
lim (1_£+l) =1 et lim x3=+w
X+ x2 X3 XAE+%0

donc lim f(x) = +o.
XA+
lim (1—i+l) =1etlimx¥=—o
)E—o | x2 3 XAE—2
donclim f(x) =— oo,
XAE—o0
f est dérivable sur R et f'(x) = 3x2—6 = 3(x2 - 2),
' est un polyndme du second degré qui a pour racines

V2 et—v2,

On obtient donc le tableau de variation suivant :

X -0 -2 V2 —®
fo | + 0 - 0 +
7+442 +
10 i
— o 7-4v2

d) D’ apres le tableau de variation, | équation f (x) = 0
aune solution unique dans’intervalle]— o« ; — v 21].
f est décroissante sur [— \F2; \FZ] et:

f(V2)=7-4v2
donc pour tout rédl xde[—\/z; \/5], f(x)>7—4\/3.
L' équation f(x) = 0 n'apas de solution sur :

V2 ; V2],

f estcroissantesur [v2 ;+oo[ et f(V2)=7-4v2
donc pour tout réel x de[\/g ;+ oo, f(x)>7—4\F2.
L’équation f(x) = 0 n'a pas de solution dans
[V2 ;+ .
Finalement I’ équation f (x) = 0 a une solution unique
dans R.

CHAPITRE 2

LANGAGE DE

Exercices d'approfondissement

1a)
A
y=9 C69
K4

H>< S,
= N

I\)><
w><

b) Les solutionsdel’ équation f (x) = g (X) sont les abs-
cisses des points d'intersection des courbes représen-
tant f et g.

Par lecture graphique, il y a3 solutions.

2. Pour tout x 113,
12

h( = (x-3) [x2-9--12)

=(x-3) (x¢-9)-12
=x2 - 3x2—9x + 15.
3.9 .15

a) Pour x 0 et x 10,3, h(X) = x3 (1_7 S+3).
’ X X~

On applique les régles opératoires sur les limites.

lim (1—%—2+§) =1 et lim 3= +e

XA+ x2 X3 XA+
donc lim h(x) =+,
XA+
lim (1—3—2+E) =letlim x3=—
XAE+00 X X2 x3 XAE—o0

donclim h(x) =— e,
XAE—o0
limh(x)=33-3¥32-9¥3+15=-12.
X/E3
b) h est une fonction polynéme définie et dérivable en

tout réel XT3 et:
h (x) = 3x2—6x—9=3(x + 1) (x—3).

X — -1 3
f(x) + Q - +

f(x)

¢) L'équation f(x) =g(x) équivaut a:
XT3 e xX2(x—3)=9(x—3) +12,
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c'est-a-direh(x) = 0.

h est continuecar h est unefonction polyndme et stric-
tement monotone sur chacun desintervalles:

=15 [-1;3[ et ]3;+ [

L’ équation h(x) = 0 admet dans chacun des ces inter-
valles une solution unique et I’ équation f(x) = g(x) a
donc trois solutions.

d)—27<x;<-26, 1,3<x,<14, 42<x3<43.

|-

1.a) f estunefonction rationnelle, elle est donc
continue sur tout intervalle contenu dans son ensemble
de définition.

b) On applique les régles opératoires sur les circuits.

2
x(2+=
Pour x10, f(x) = ( ")
x2(1+2-i
X x2
2
_ 2+ 5
2 3
e
: 2
24 = =
lim (2+3)=2
lim (1+Z_i =1 et lim x=+x
XA+ X X2 XA+

donc lim f(x) =0.
XE+oe

lim (2+2)=2
. 2 3\ _ . _
I|n_1°°(1+x—; —1etI|n_1wx——oo

donc lim f(x) =0.
XAE—o0

Pour étudier les limitesen — 3 et 1, il est utile de
connaltre le signe de x2 + 2x — 3.

X — -3

X2 +2x-3 i

o P
+

lim 2x+2)=-3,

XAE-3

lim (x2+2x—-3)=0etx2+2x—-3>0
XAE-3

X<-3
donc lim f(x) = — oo.
XAE-3
X<-3
lim (x2+2x—3)=0 et xX2+2x-3<0
X/E-3
x>-3
donc lim f(X) =+
XAE-3
X>-3
lim (2x+2)=4
X1

lim(x2+2x—3)=0 et x2+2x—3>0
XE1L
x>1
donc lim f(X) = + .
xAE1L

x>1

48 |

limx2+2x—-3)=0 et x2+2x—-3<0
XAE1L
x<1
donc lim f(x) = —oe.
xE1
x<1
¢) f estdérivableentout point de% car f et unefonc-
tion rationnelle.

Pour tout x de %,
2 —_3)_
P () = 2(x%+ 2x - 3) (2x+§)(2x+2)
(x2+2x-3)
_ —2x2-4x-10
()c2+2x—3)2

Lediscriminant du polynéme —2x2—4x—10 est né-
gatif strictement donc pour tout x de %,
—2x2—4x—-10<0 et (x2+2x—3)>0 donc:

f'(x) <0.

X |- -3 1
' (x) - - -

f(x)

— 0

2. a) L'éguation f(x) = 0 a pour unique solution
x=-1donclepoint | apour coordonnées(—1; 0).
b) On démontre que pour tout réel h différent de
-2 ¢ 2 f(-1+h)y=-f(-1-1h).
Pour tout réel h différent de 2 et de—2,
f(~1+h)+f(-1-h)
2A0-1+h)+2

142 42=14+h)=3
= 2h , -2h

-4 h*-4
donc | (—1; 0) centre de symétrie de €.
¢) Latangente T au point d’abscisse — 1 a pour équa-

2-1-h)+2
(~1-h)2+2(-1-h)-3)

tion y=— %(x+ 1).
3.

N Al




L’ axe des abscisses et les droites d’ équations ;
x==-3, x=1

sont asymptotes a6.
4. 'équation (E) :

mx2 +2(m—1) x—(3m+2) =0
s écrit m(x2 + 2x—3) = 2x + 2.
—3 et 1 nesont pas solutions de (E) donc I’ équation
est équivalentea f (x) = m.
Lessolutionsdel’ équation f(x) =m sont les abscisses
des points d'intersection de ¢ et de la droite d’ équa-
tion y=m.
Pour m1t0, I’ équation a deux solutions et pour m=0,
I’ équation a une solution.
On peut préciser le signe des solutions.
Pour m<— £, une négative, |’ autre positive,

N

W W

pour m=— £, une négative, I'autre nulle,
pour — % < m< 0, deux négatives,

pour m = 0, une négative,
pour m> 0, une négative, |’ autre positive.

1. a) Les dimensions du rectangle obtenu aprés
pliage sont € et % .

1¥ cas: Si ¢ > %,sonformatest %,c’&st—z}dire:

2
pour 1< x<2, f(x)= %
28cas: Si € < %,son format est %,c’&st—&dire:
€
pour x = 2, f(x) = %
b)
o 2 N
i %f
Lfeepe >
0 1 2

Lafonction f est continue sur [1 ; +[, sa courbe est
obtenue par un tracé sans lever |e crayon.

c) Dans[1; 2[, I’équation % = 1,5 apour solution

4
X= .
3

Dans ]2 ; +[, I’ équation % = 1,5 a pour solution
x=3.
L’ équation f(x) = 1,5 adeux solutions % et 3.

CHAPITRE 2

X = L,x> 1.
€

a) les dimensions du rectangle restant sont € et L — €.
1® cas: Si L —€ < ¢, son format est € cesta
. L-—
direpour 1<x<2,
- 1
X)= 1 =
909 = ¢

!

x—1

2¢cas: SiL—€ = ¢, sonformat est Lge c est-a-dire
pour X = 2, g(x) = %—1:x—1.
b)

| |
o 1 2

Lafonction g est continue sur ]1 ; + o[, sa courbe est
obtenue par un tracé dans lever |e crayon.

¢) L'équation g(x) = 2 s écrit :

epour 1l <x<2, Ll =2 etonobtient x =

Y

epourx=2,x—1=2,x=3.

L’ équation g(x) = 2 adeux solutions % et 3.

a) g est une fonction polyndéme dérivable sur
[-1:1] et g (X) =3x2—3=3(x—1) (x +1).
D’ aprés e signe d’ un trinbme du second degré,
pour toutx € [-1; 1], g'(x) < 0.

X |-1 1
g®| O - 0

0| P T

b) f estlacomposée delafonction cosinus strictement
décroissante sur [0 ; p] et de lafonction g strictement
décroissante sur [-1; 1] donc f est strictement crois-
sante sur [0 ; p].

X 0 p

1/73

£ (%)
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¢) f estlacomposée de deux fonctions continues donc
f est continue sur [0 ; p].

f est continue et strictement croissante sur [0 ; p],
f(0)=—1 et f(p)=3.

Donc pour tout réel k comprisentre—1 et 3, I' équation
f(x) = k admet une solution unique dans [0 ; p].

I3 1 f est une fonction polyndme donc f est deux
fois dérivable sur R, pour tout rédl x,

() =x3—-3x+4 et 7 (X)=3x2—-3=3(x—1) (x +1).

2.a)
X — -1 1 + o
£ (%) 0 - 0 4
6 +
F () / \ Y
— 2

b) Sur]— ; —1], " est continue et strictement croissante.
0 €]-=; 6] doncl’équation ' (X) =0 admet une so-
lution unique dans]— < ; —1].

Sur[-1;1], f' estdécroissanteetsur[1; +o[, f' est
croissante donc pour tout x € [— 1 ; +oo[, f'(X) = 2.
L' équation f'(x) =0n’apasdesolution dans[—1 ; +oe].
Finalement |’ équation f’ (x) = 0 admet une seule solu-
tion c et ¢ setrouve dans]— «,—1].
c)f(-22)2-0048; f'(-22) <0

f' (-2,19) 2 0,067,f' (-2,19) >0
donc-2,2<c<-219.

3.a) Sur[—1; +oof, f'(X) =2 donc f'(x) >0.

Sur ]— o, — 1], ' est strictement croissante et
f'(c) =0, donc pour x<c, f'(x) <f'(c), f'(x) <0et
pourc<x=<-1, f'(x)>f (c), f (x)>0.

b)[ X [_w C +
£ (x) 0+

+ ‘
I S

Q) f(c) = 4 - 6c;‘2 + 15¢

or f(c)=0 donc c3-3c+4=0 et c3=3c—4.
c(Bc—4)+c(-6¢c+15) ¢

f(C) - ( ) 4( )=i

dyce[-3;-2] donc f(c)<O.

Sur]- ; ], f estcontinue et strictement décroissante,

0 € [f(c), + [ donc I’équation f(x) = 0 admet une

solution unique dans]— « ; cJ.

e Sur]c; +oo[, f est continue et strictement croissante,

0 € ]f(c), +oo[ donc I’ équation f (x) = 0 admet une so-

lution unique dans]c ; +oo[.

Finalement le polynéme f a2 racines.

+ o©

(=3c+ 12)=%(4—c)

50 |

1. d est une distance donc d > 0 et la bille doit
rentrer dans le cylindredonc d < 2.

] =
\]hl |h2=d

Levolumed eau est :
v, =pR?h; =0,5p (endm?).
Levolumedelabhilleest :

_upy_md®

v, = 37tR =76

Le volumetotal eau-billee§t:
0, 5p+p% (en dm3).

(en dm?d).

C’est aussi le volume d'un cylindre de rayon 1 dm et
de hauteur d car le niveau de |’ eau est tangent alabille
donc: 3
d;
05p+p 3 =p¥1l¥d.

Il vérifie donc :
O0<d<?2
{d3-6d+3:0'
2.a) f estlafonction définiesur [0; 2] par:
f(x) =x3—6x+ 3,
f est unefonction polyndéme donc dérivable et pour tout
XxE[0:2], F (X)=3x2—6 =3(x—V2) (x+ V2).
Pourx € [0; 2], 3(x + \6) >0 doncf’ (x) ale méme
signe que x — V2.
X |0 V2 2
" (x) - 0

- (
(00| s —"

f est continue et strictement décroissante sur [0 ; \/5 ].
0 € [3-4V2 : 3] donc !’ équation f(x) = O admet une
solution unique dans [0 ; \6].
Sur[\E ; 2], f estcroissante et f(2) = — 1 donc pour
tout x de[v2 ;2], f(¥) <—1.
L’ équation f(x) = 0 n'a pas de solution dans[\/g ;2]

+

-1

Finalement I’ équation x3 — 6x + 3 = 0 admet une solu-
tion unique dans]0; 2J.
b) Avec lacalculatrice: 0,52 < x < 0,53.

B} 1. 2) Augmenter un capital de 4,5 % revient ala
multiplier par 1,045, donc C,,; =1,045¥C,,.

b) Lasuite C est géométrique de raison 1,045 donc
Chi1 = Cp ¥ 1,045M



2. q est le coefficient multiplicateur associé au taux
(g= 1), le capital de 500 € placé au 1.1.1999 vaudra
500 ¥ q° au 1.1.2004.
Le capital de 700 € placé au 1.1.2001 vaudra 700 ¥ ¢
au 1.1.2004.
Le capital acquis au 1.1.2004 est donc :

500 g° + 700 ¢ = 1587,42.
Lafonction polynéme f définie par :
f(x) = 500x> + 700x3 — 1587,42 est dérivable sur
[1;+ o[ et f'(X) = 2500x* + 2100x2.
Pour tout x =1, f'(x) > 0.
t |1 + o0

(%) +

O | _387.42 _—

f est continue et strictement croissante sur [1; + oo[ et
0 € [-387,42 ; + [ donc I'équation f(x)= 0 admet
une solution unique q dans[1 ; +oo|.

g? 1,075 au milliéme pres; letaux arrondi au dixieme
est donc de 7,5 %.

— ®©

&l 1 a) x®-15x -4 = 0 est équivalente a:

x3—15x=4 ou x2—15= %

car 0 n'est pas solution
de (E).
b)

c¢) Les solutions de I’ équation (E) ou de I’ équation
x2—15= % sont les abscisses des points d' intersec-
tion des courbes représentatives ¢ et # des fonctions

X—>x2—15 et x— %

On obtient 3 solutions, I' une est 4, les deux autres sont
aetbavec —4<a<-3 e -1<b<O

d) L’ inéquation x3 — 15x —4 > 0 s écrit x3— 15x > 4 ou
encore sur ]0 ; +oo[, x2 — 15 > % et sur ]— o« ; O,
x2-15< &,

€) Les solutions de I'inéquation x2 — 15 > % sont les

abscisses des points de 6 situés au-dessus de #.
L’ ensemble des solutionsdans ] 0 ; + o[ est:

S =14, + o[.

Lessolutionsde I"inéquation x2— 15 < % sont les abs-

cisses des points de 6 situés au-dessous de 7.
L'ensemble des solutionssur |- ; O[ est S, =]a ; bl.
L’ ensemble des solutions de I’ inéquation (1) est :

S=SUS,=]a;b[U]4;+ .
2.a) f estunefonction polyndmedonc f est continue
sur R.
b) Pour x 110,

15 4)

f(x):x3(1-72-;.

On applique les régles opératoires sur les circuits.

————) =1etlim x3=+

XA+

donc lim f(x) = +oo.
XA+

c¢) f est unefonction polynéme dérivable sur R.
Pour tout réd x, f'(x) = 32 —15=3(x— v'5) (x+V5).

X |—e —_—3 NG + o
(%) £+ 0 - 0 o«
10V5-4 + o
f(x) / N T
— 10V5-4
d)
@
+10
o\ 1

e) f est continue et strictement monotone sur chacun
desintervalles:

J-o = VSLI-V5 V5] et 1VS el
0€]-=; 10V'5 —4[ donc I'équation f(x) = 0 aune
solution unique a dans]— o ; — \FS[.
0€[-10V5 —4;10V'5 —4] donc!’ équationf(x) = 0
aune solution unique b dans [— \/E; \/g].
06]—10@—4; + o[ donc |’ équation f (x) =0 aune
solution unique gdans | V5 ; + oo
f)g=4, —3,7383<a<-3732 & —-0,268<b <-0,267.
g) f est strictement croissante sur ]— « ; — \FS[ et
f(a) =0 doncpourx<a, f(a)<0
etpoura <x<-— \/g, f(a) > 0.

f est strictement décroissant sur [— Vs ; Vs ] et
f(b)=0
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donc pour — Vs < x<bh, f(x)>0

etpourb<x< \/g, f(x) <O0.

f est strictement croisgantesur]\/g ;o[ etf(4)=0
donc pour \/§<x<4, f(x) <0 etpourx>4, f(x)>0.

X |- a b 4 +o0

I I _ (\) +

- 0 + 0
ol B

L’ensemble des solutions de I’ inéquation (1) est :
S=]a;b[ U ]4;+x[

3. Pour tout réel x,

(x—4) (ax2 + bx + ¢) = ax3 + (b—4a) x2 + (c—4b) x—4c

On résout le systeme :

a=1

a=1

b-4a=0 o) obtient { b=4

C—4b:—]5 C=1
—4c=-4

b) (E) s écrit (x—4) (2 +4x+1)=0

(E) est donc équivalenteax—4=00ux?+4x+1=0.
L’équation x2 + 4x+ 1=0apour D=16—-4 =12, les
solutions sont :

a==4=23 - 2 3 ab=-2+13.

Finalement I’ ensemble des solutions de (E) est :
{(-2-V3 ;-2+V3 ;4

c) On étudie le signe de (x —4) (x2 + 4x + 1).

X —o 2-V3 2V3 4 +0o0
X—4 - - - (5 +
X2+ 4x+1 + 0 - 0 + +
$B—15x—4| - 0 + ¢ - 0 +

L’ ensembl e des solutions de I'inéquation (1) est :

S:]—2—\/§ =2+ \F3[U]4;+oo[

1. Supposons que f ne garde pas un signe
constant sur un intervalel.

Alors, il existedesréelsaetbdel telsquef(a) <Oet
f(b) > 0.

0 |[f(a);f(b)] et f estcontinuesur I, d apresle
théoréme des valeursintermédiaires, il existeunréel ¢
dans!’intervalle d' extrémités a et b tel que f(c) = 0.
Il'y a contradictions avec I’ hypothése : f ne s'annule
pas sur |. Donc finalement garde un signe constant sur
l.

2.@) Pour x € [-p; p],f(X)=0équivaut a:

-1 TR |
COSX= — ousinx=-— —.
2 2

52 |

L’ ensemble des solutions de I’ équation f(x) =0 est:

b) f(—p)=-3, f(_g) =1,
f(_%) =1, f(0)=1,
(5=

¢) Lesfonctions sinus et cosinus sont continues sur R.
Lafonction f construite par opérations a partir de ces
deux fonctions est continue sur [—p ; p].

D’apres 1., surtout intervallea f nes annulepas, elle
garde un signe constant.

Sur [—Tf; _%n[ f nesannulepaset f(-p)=-3

m
3/

donc pour tout x € [—n; _%n , f(x) <O.
_on._®m ) T -
Sur[ 6’ 3[,fnesannulepasetf(—§) 1

donc pour tout x € ]—n; —%’t[ f(x)>0.

Sur ]—E' —%[ f nesannule pas

etf(_%) :3—2\6, f(_%) < 0 donc pour tout

: %[ f nesannulepaset f(0) = 1 donc pour
tout x € ]—%; g[ f(x) > 0.

. 4 n = —
Sur]g,n[,fnesannulepasetf(z) 3 donc

pour tout X € ]g n[, f(x) <0.

X -p -5

w[a

T
6

oA

o—
|
O
+
FO—w|a

I
fx)| - (P +

a) n est un entier relatif, pour tout réel x de
[mn+1], E=n et x+1&[n+1,n+2[ donc
E(x+1)=n+1
fx+D)=(x+1-n-1)(x+1-n-1-1)

=(x—=n)(x—n-1)
= (x—E(X) (x—E() -1
=f(x).

b) Pourxe [-3;-2[ ,E(X)=-3

e f(x)=(x+3) (x+2).

La courbe représentant f sur [—- 3 ; — 2] est une partie
delaparabole d équation y = x2 + 5x — 6.

Pour tout réel x, f(x+ 1) =f(x).

f est périodique de période 1.



On obtient donc la courbe représentant f sur [-3; 3]
par des translations successives de vecteur i, le plan
étant muni o' un repére (0;7,7).

c) f est continue sur R. Sa courbe est obtenue par un
tracé sans lever le crayon.

P,, est une fonction polynéme, donc P,, est une
fonction continue sur R.
P(=2m1-2m1+1=1 et
P(D=1"1-2 ¥1"+1=0.
P, est dérivable sur [1 ; 2] car P, est une fonction po-
lynéme et pour tout réel xde[1; 2],
PL(X) = (n + 1)x" — 2nx™L
=x"1(n+ 1)x—2n)

Sur [1; 2], P(X) = 0 équivaut ax = %
Pourtout n=1,1< oo
n+1
en=1
X |1 2
P.X) |0 +

1
Pn(x) 0 ///’

2_:’1 =1, le polynéme admet une racine comprise en
let2.
n>1
X 1 2n 2
n T 1
PL(X) 5 - Q +
1
Pn(x) \P ( 2’1 )/
Mn+1
P, est décroissante strictement sur [1 ; n2+nl] et
— . 2n
P,(1) = 0 donc pour tout x de [1 ik P,(¥) <O0.
L équation P,(x) = 0 ' apas de solution dans ]1 ; nzfl[ .
P,, est continue et strictement croissante sur [nzf] ; 2} ,

2n Ny . _
P”(n+ ]) <0 et P(2) >0 donc I'équation P,(x) = 0

aune solution unique dans [ 2n_. 2] .
n+1

Problémes de synthese

Partie A
1. a) g est une fonction polyndme donc g est continue
sur R.

b) Pour x 10, g(x) = x3(1 —i—i).
.x2 x3

On applique les régles opératoires sur les circuits.

lim (1_i_i) =1 e lim x3= +o
X+ 2 XA+

donc Xut_rpw g(x) = + oo,

lim (1____) =1 e lim x3=—o
XAE— XAE—0

donc XLiEm g(X) = — oo,
€) g est une fonction polyndme donc g est dérivable

sur R.
Pour tout réel x, g'(x) =3x2—-3=3(x—1) (x+ 1)

X |- -1 1 +

; I I
g () + 0 - 0 +

— + oo
00| _, 7 T

2.a)Sur]—« ;—1], g estcroissanteet sur [-1; 1],
g est décroissante donc pour tout x € ]— « ; 1],
g(X) < g(-1), c'est-adire g(x) <-2.
L'éguation g(x) =0 n’apasdesolution dans]—« ; 1].
Sur [1; +[, g est continue et strictement croissante
et 0 € [-6; +oo donc I'équation g(x) =0 aune so-
lution unique dans[1 ; +oo.
Finalement I’ éguation g(x) =0 auneseulesolutiona
dansReta > 1
b) g(2,19) 2 —0,0665, g(2,19) <0 et g(2,2) 2 0,048,
0(2,2) >0 donc 2,19<a <222
3.Pourtoutx € |- ; —1], g(X) <—2 donc g(x) <O.
Sur [1; +o][, g est strictement croissante et g(a) = 0
donc:

pour tout x € [1; 2], g(x) <Oet
pour tout x € Ja ; + [, g(x)>0.
X | —o0 a +
I
g(x) - 0 +
Partie B
1. Pour x 110,

o+ 1+
2-a) ()

lim (1+2) =1, lim x= -+,
XAE+0o0 XA+

fO) =

lim (1_L) =1donc lim f(x) =+,
XA+ x2 XA+
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Jim (1+2) =1, Jim x=—=,

lim (1_i) =1 donc lim f(x) =—
XAE—o0 x2 XAE—o0
Pour étudier leslimitesde f en1eten—1, il est utile

de connaitre le signe de x2 — 1.

X | —o -1 1 +
I I
- * 9o - 9 ¢

lim C+2xd) =1
XAE-1

lim(x2-1)=0 et x2—1>0donc limf(x) =+ o
xE-1 xAE-1

x<—1 x<—1
lim(x2-1)=0 et x—1<0donc lim f(x) =—o
XE-1 E-1

x<-1 x>-1

lim(3 +2x) = 3

x/E1

lim(x?-1)=0 et x*—1<0donc limf(x)=—
XAE1L xE1L
x<1 x<1
lim(x2-1)=0 et x2—1>0donclimf(x) =+ o
XAE1L xAE1
x>1 x>1

2. a) f est unefonction rationnelle donc f est déri-
vable en tout réel de son ensemble de définition.

Pour tout x de D,

F(x) = (3x2 +4x) (62 - 1) —2(x3 +2x2)2x

(x2-1)

Cox*-3x2—4x _ xg ()

@2-1% @2

Pour tout x de &, (x2 —1)2 > 0 donc f’ (x) ale méme
signe que xg(X).

X |- -1 0 1 a -x
X - - 0 + + +
9 | - | - | - | -0 +
' (x) + + 0 - - 0 +
(0 +o0 0 +o +00
X

B VAN

3. a) Pour tout x de 9,

X+ 2+ x+2 _ (x+2)(2-1)+x+2

x2-1 x2-1
x+2)x2
= 2D pw,
b) Pour tout x de %,
2 2
x(1+—) 1+
F(X) — (X + 2 - X+2 _ X _
®-(x+2) = 5"

54 |

lim (1+2) =0, lim (1—L)=0et lim x=+os
X+ X+ x2 XA+

donc lim [f(X)—(x+2)]=0.
XA+
Ladroite Dd éguation y = x + 2 est asymptote a¢ en
+o0,
De méme, |
. 2 .
lim (1+%) =0, li 1-—-]=0
x/E—oo( +x) x/E—oo( x2)

et lim x=-o donc Xuzm [f()—(x+2)]=0.

XAE—o —®

Ladroite D est aussi asymptote a¢ en — .

¢) Pour étudier la position de6 et D, on éudiele signe
dej (X) =f(x) —(x+2)= X+2

x2-1
X -0 =2 -1 1 +o
X+2 - 0 + + +
x2—1 + + - +
0 | -0+ | - | o+

Sur]-oo ; —2[etsur]-1; 1, j(X) <0 donc
f(X) <x+ 2 et G est au-dessous de D.

Sur]-2; —1] est sur ]1 ; +e[, j (X) > 0 donc
f(X) >x + 2 et € est au-dessus de D.

% est D se coupent au point d’ abscisse — 2.

4. Lesdroitesd équationsx =—1 et x =1 sont égale-
ment asymptotes a 6.

u
@ 3
-2 o) l
1 a
x=-1 x=1

1. Lesentiers3; 4 ; 5 nous fournissent une solu-
tion de cette équation pour n=2: 32 +42=52
2.X,Y, z sont trois entiers consécutifs dans cet ordre.
ay=x+1e z=x+2



b) L’ équation x3 +y3 =273 s écrit

X3+ (x+1)3 = (x+ 2)3,
C est-a-dire x3—3x2—-9x—7=0.
c) f estunefonction dérivable sur [0 ; +oo].
Pour toutu = 0
f'(u)=3u2-6u—9=3(u+1) (u-23)

uio 3 +
f (u) _ 0+
—7 + oo
f(u) \_34/

d) Sur[0; 3] f estdécroissanteet f(0) =— 7 donc pour
toutx[0; 3], f(u) <-7.
L'équation f(u) = 0 n’apasde solution dans[0; 3].
Sur [3; +oof, f est continue et strictement croissante,
0 &€ [-34; +[ donc |’ équation f (xX) = 0 admet une so-
lution unique a dans[3; +oo|.
f(5)=-2, f(5) <O.
et f(6) =47, f(6)>0 donc 5<ac<6.
c) L'équation x3—3x2—9x—7=0 n'adonc pasde so-
lution entiére donc il n’existe pas trois entiers consé-
cutifs x, y, z solutions de I’ équation x3 + y3 = 2.
3a)y=x+1letz=x+2 I'équation x*+y*=7 s éorit
X+ (x+ 1% = (x+ 2)4, ' est-a-dire:
x4 —4x3 - 18x2 - 28x - 15 = 0.

b) g est une fonction dérivable sur [0 ; + .
Pour tout réel u = 0,

g’ (u) = 4ud — 12u? — 36U —28 = 4 f (u).
c) Desvariationsdef, on déduit le signe def.
Sur[0; 3], f(u)y<-7doncf(u)<O.
Sur [3; +oof, f est strictement croissante et f(a) =0
pourtout ue [3;al[, f(u)<Oet pourtoutu € ]a ; + oo,
f(u)>0.

u 0 a + o
; T
g (v - 0 +

00 g

d) Sur [0 ; a], g est décroissante et g(0) = — 15 donc
pour tout u € [0; a], g(u) < -15.

L' équation g(u) = 0 n"apasde solution dans [0 ; a].
Sur[a;+ [, g estcontinue et strictement croissante.
De plus 0 € [g(a), +[ car g(a) < O, I"équation
0(X) =0 admet une solution unique b dans[a ; +o[.

g(7) =—64, 9(7) <0
et g(8) =657, ¢g(8)>0.
donc7<b<8.

e) L’ équation x* — 4x3 — 18x2 — 28x — 15 = .... n"apas
de solution entiére donc il n’existe pas trois entiers
congéeutifs x, y, z solutionsdel’ équation x*+y*=274

1. Le périmétre du triangle est 30 donc :
AB +AC+x=30 d'oll AB=AC= %.

A

30—-x

B X
2
Avec |le théoréme de Pythagore dans le triangle ABH
rectangleenH :

A= A8 = (07 (3]

V900 — 60x
2

donc lahauteur AH du triangle ABC vaut
et I'airedu triangle ABC est égale a:

%BC¥AH = /900 - 60x

2. a) f est le produit des fonctions u : x +— et

V:X+— /900 -60x.

u est unefonction affine, v est le composée d' une fonc-
tion affine et de la fonction racine carrée.
Cesfonctions sont continues sur tout intervalle contenu
dans leur ensemble de définition, donc f est continue
par opération et composition sur [0 ; 15].

b) u est dérivable sur [0 ; 15[, v est dérivable sur
[O; 15[ car pour tout x de [0 ; 15[, 900 — 6x > 0.

f est donc dérivable sur [0 ; 15].

Pour tout x de [0 ; 15[,

X
4

) =1900-60x+* % =60
4 4 24/900 - 60x
_ 900 — 60x 30
44900 - 60x 4 +/900 — 60x
_90(10 - x)
4/900 — 60x
9 % To 10 15
T
' (X) + 0 -
f (X) / 25\/5 \
0 0

d) k est un réel strictement positif.

«Si 0<k<25V3,I"équation f(x) = k admet deux so-
lutions, I’unedans!’intervale]0; 10[, I'autre dans!’in-
tervalle]10; 19[.
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«Sik=25V3, I’ équation f (x) = k admet une solution
x = 10.

«Sik>25V3, I'équation f (x) = k n’ admet pas de so-
lution.

3.0<25<25v3, f éant continue et strictement mo-
notonesur ]0; 10[ et sur]10; 15[, I'équation f (x) = 25
admet une solution unique dans]0; 10[ et une solution
unique dans]10; 15[.

Il existe donc exactement deux trianglesisocéles de pé-
rimetre fixé égal 230 et d'aire 25.

L es valeurs approchées des solutions de I’ équation
f(x)=25sont 210l puisx, 2 3,8 et x,2 14,2, le 1%
triangle a pour dimensions 3,8 ; 13,1 ; 13,1 et le 26Me
triangle apour dimensions 14,2 ; 7,9 ; 7,9.

L3)

LC
2

N | x

Le périmeétre du triangle est 30 donc 2a + x = 30,
x=30-2a.
Dansletriangle ABH rectangle en H,

X
_2_x _30-2a_15-a
AT aTT 2 T a
_ 15
donc a
sO + 1
e x= 30_2x_ 15 _ 30cosb

cosO+1 cosB+1"

b) L'airedu triangle ABC est :

1 R | 15 30cos0O .
~BA¥BC¥sing= =~
2 q 2Xcos9+1xcose+lXSIne
— 225c0s6 sin6
(cosB + 1)2

2. Les fonctions cosinus et sinus sont continues sur
[0 : %[ : g est définie sur [0 : g[ et continue par opé-
rations.

56

3. g est dérivable sur [0 : g[ car g est le quotient de
deux fonctions dérivables sur [O ; %[ .

Pour q € [Og[

g ()
= 225 (c0s20 - sin26) (cos6 + 1)% + 2cosO sin%0 (cos + 1)
(cosd + 1)*
— 995 % (2c05%0 — 1) (cosB + 1) + 2c0s8 (1 — cos20)
(cosB + 1)3
— 225 % 2¢0s20 + cosO — 1
(cosB + 1)3
— 295 x (2cos0 — 1) (cosO + 1)
(cosO + 1)3
= 225 % M
(cosO + 1)2
¢ T
) q |0 g K
g (9 + 0o -
9(@) 253
O/ \o

d) k est un réel strictement positif.
«Si0<k<25v3,I'équation g (q) = k admet deux so-

lutions, I’ une dans ]O : g[ et I’ autre dans ]g : g[

«Sk= 25\/5, |" équation g(q) = k admet une solution
-

a=3-

*Sik> 25\5, I’ équation g(q) = k n’apas de solution.

3.a) 25 €10, 25V 3.

g étant continue et strictement monotone sur ]0 ; E[ et

3

T. E[, I’ équation g(q) = 25 admet une solution

3’2
unique g, dans ]0 ; g[ et une solution unique g, dans

nT.T
532
04<q;<05 e 1l4<qg,<15
b) Letriangleisocéle de périmétre 30 ayant I’ aire maxi-
male est celui correspondant aq = %
Cetriangle est équilatéral.

SUI’]



